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2.1 Uzaklik, Sureklilik ve Limit

Fonksiyonlarin en temel 6zelligi stirekliliktir. Kabaca bir f: D — Y bir fonksiyonu
bir Xo € D noktasinda siirekliyse x degiskeni D iginde xo noktasina yaklastik¢a (bunu
X — Xo olarak gosterecegiz), kars1 gelen f(x) degerleri de Y i¢inde f(xo)’a yaklasir

(f(x) — f(x0)). Omegin, f: R — R, f(x) :{1 +x,x>1

fonksiyonu x = 1 nokta-
x, x<1
sinda bu anlamda stirekli degildir.

y=1+x

y:

Sekil 2.1 Bir noktada surreksizlik

f(Xo = 1) = 2 dir. X, noktasina sagdan (x > Xo) yaklasilirsa f(x) — 2 olur. Ama soldan
(X < Xo) yaklasildiginda fonksiyonun degeri y = x dogrusu iizerinde 1 degerine yak-
lagir, dolayisiyla da x = 1 noktasinda sigrama olur.

Bu siireklilik tanimini formiillestirmek i¢in “yakinlik” kavramini agmamiz gerekir.
Iki reel say1 arasindaki uzaklik iki sayinin farkiin mutlak degeridir. Mutlak deger
fonksiyonunun 6zellikleri kullanilarak uzaklik kavrami soyut uzaylara genellenir.
Bu 6zellikler sunlardir: x, y, z € R i¢in

a) [x —y| >0ve |x —y| =0 < x = y: uzaklik pozitiftir ve a.v.a iki nokta ayniysa
sifirdir,
b) [x — y| = |y — x|: uzaklik simetriktir,



C) |x —z| < |x — y| + |x — y|: Giggen esitsizligi, iki nokta arasindaki uzaklik bu
noktalarin {igiincii bir noktadan olan uzakliklar1 toplamindan
azdir (bir liggenin iki kenarmin toplamu {i¢linciiden az olamaz).

Tamm 2.1 X bir kiime (uzay) olsun. Mutlak deger fonksiyonunun 6zelliklerini sag-
layan bir d: XxX — R reel degerli fonksiyonuna uzaklik fonksiyonu (ya da met-
rik) denir. Buna gore her x,y, z € X

1. dx,y)>0,ved(x,y)=0av.ax=y,

2. d(x,y) =d(y, x),
3. d(x,2z) <d(x,y) +d(z,y).

d
dixy) (v,2)

d(x,z)
Diizlemde Uggen Esitsizligi

Bir kiime kendi iizerinden tanimli bir uzaklik fonksiyonu ile birlikte metrik uzay
tanimlar. Ornegin d mutlak deger fonksiyonu olmak iizere (R, d) metrik bir uzaydur.
R" tizerinde (olagan) metrik

d(x,y) = XL (xi — yi)?
olarak tanimlanir (sadece pozitif kokler alinacagi agiktir). Dikkat edilirse n = 1 i¢in
d = |x — y| olur. (R", d) bir metrik uzaydir. R" i¢in farkli bir metrik olarak

Yiz1lx; — y;| tanimlanabilir.
Ise bu tanimi kullanarak siirekliligi formel olarak tanimlayabiliriz.
Tamm 2.2 (Sureklilik) D € (X, d) ve f: D — (Y, d) bir fonksiyon ve X, € D olsun.
Eger her € > 0 i¢in, oyle bir > 0 varsa Ki
X € D ve d(X, Xo) <& — d(f(x), f(x0)) <€

(6 genel olarak X, ve €’a bagl olmak iizere) oluyorsa fonksiyon X, noktasinda sii-
reklidir denir. Eger fonksiyon tanim kiimesinde her noktada siirekliyse D iizerinde
streklidir denir.
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Her € > 0 (ne kadar kiiguik olursa olsun) secimi igin d(f(x), f(xo)) < € demek goriintu
kiimesinde f(Xo) noktasina €’dan daha yakin olmaliyiz demektir. Fonksiyon stirek-
liyse bunu saglayacak sekilde tanim kiimesinde uygun bir 6 > 0 i¢in X, noktasina
d’dan daha yakin noktalar vardir (d(x, xo) < d).

Sekil 1’deki ornekte Xo = 1 ve f(xo) = 2 iken € = 0.1 olsun Buna gdre d(f(x), f(xo))
< ¢ gartin1 saglayan degerler (2 — ¢, 2 + €) = (1.9, 2.1) a¢ik araligindadir. O halde
fonksiyonun X, = 1 noktasinda stirekli olmasi i¢in her x € (1 — 9, 1 + 9) i¢in f(x) €
(1.9, 2.1) olacak sekilde bir & > 0 oldugunu gdsterebilmemiz gerekir. Ama bdyle bir
d yoktur. Ciinkii, x € (1 -6,1+08) »>f(x) € (1 -6,2+5)olurve (1-95,2+93)=
(1.9, 2.1) olacak sekilde & > 0 yoktur. Ote yandan sekildeki fonksiyon her x # 1
noktasinda siireklidir. Her € > 0 icin d(f(X), f(Xo)) < € sartin1 saglayan degerler

Xo < 1icin (f(Xo) — &, f(Xo) + €) = (Xo — &, Xo + €)

Xo > L1icin (f(Xo) — g, f(Xo) +€) = (L + Xo— &, 1 + Xo + €)

olur. Her iki durumda da 6 = € > 0 arzulanan sart1 saglar: X € (Xo — €, Xo + €) oldu-
gunda f(x) € (f(xo — €), f(Xo + €)) olur.

Siireklilik kavramim fonksiyonlarin limiti cinsinden de ifade edebiliriz. Once biraz
tanim yapmak gerekiyor.

Tamim 2.3 (i¢ nokta, acik/kapal kiime) D < (X, d) ve X, € D olsun.

1. Bir &> 0 i¢in B(Xo, €) = {x: d(x, Xo0) < €}, yani Xo’a ¢’dan daha yakin noktalar,
kiimesine Xo’1n e-komsulugu denir. Reel sayilar i¢in bu bildigimiz (xo — €, Xo +
€) acik araligidir.

2. Xo € A < D olsun. Bir &€ > 0 i¢in B(xo, €) = A oluyorsa Xo A kiimesinin i¢ nok-
tasidir denir. Yani Xo’in bir e-komsulugu tamamen A’ nin iginde kalir. Ornegin,
reel say1 kiimesi A = [a, b] iginde a bir i¢ nokta degildir: hi¢ bir € > 0 i¢in (a — &,
a + ¢) tamamen A i¢inde kalmaz. Benzer sekilde b noktas1 da i¢ nokta degildir.
Ama her a < x <b A kiimesinin i¢ noktasidir: € = 0.5min(d(a, x), d(b, x)) >0
dersek arzulanan g-komsulugu olusur (min(x, y) ikisinden kii¢lik olan1 demek-
tir).

B(xo, €)

S, R
a X b

Bir kiimenin biitiin i¢ noktalar1 icA olarak gosterilir.



3. A c D olsun. A’nin her eleman bir i¢ noktaysa, yani A = icA ise, A a¢ik bir
kiimedir denir. Reel sayilar i¢in A = (a, b) agik aralig1 a¢ik kiimedir: bu aralik-
taki her say1 bir i¢ noktadir (gene € = 0.5min(d(a, x), d(b, x)) > 0 koyarak). Bos
kiime acik kiimedir (i¢ nokta olmayan eleman1 yoktur). Uzayin kendisi agik kii-
medir. A = (a, b] agik degildir ¢iinkii b noktasi i¢ nokta degildir.

4. A < D olsun. A’nin D iginde tiimleyeni a¢ik kiimeyse A kapal bir kiimedir
denir. Reel sayilar i¢in A = [a, b] kapal1 aralig1 kapali bir kiimedir: ¢iinkii tiim-
leyeni (—o0, a) U (b, ) agik bir kiimedir. A¢ik olmayan A = (a, b] kiimesi kapali
da degildir: timleyeni (—o, a] U (b, ) agik degildir.

5. Gosterilebilir ki:

Her sayida acik kiimenin bilesimi agik bir kiimedir,
Sonlu sayida agik kiimenin kesisimi agik kiimedir,
Sonlu sayida kapali kiimenin bilesimi kapali kiimedir,
Her sayida kapali kiimenin kesisimi kapali kiimedir.

Ozelliklerin agik ve kapal kiimeler igin simetrik olusu bunlarin birbirlerinin tiimle-
yeni olmasindan kaynaklanir.

Asagidaki sekilde R?, yani diizlemde bir e-komsulugu (kenarlar1 olmayan ¢ember)
tamamen A kiimesi icinde kalan Xo i¢ noktasi gosterilmistir.

RZ

Sekil 2.2 Diizlemde bir i¢ nokta
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Tamm 2.4 (bir fonksiyonun limiti) f: D < (X, d) — (Y, d) ve X, € i¢D olsun. Her
e>0icin
X € B(Xo, 6) — f(X) € B(y*, ¢)
ya da 6zdes olarak
d(Xo, x) <6 — d(y*, f(x)) <e
olacak sekilde bir 6 > 0 sayis1 varsa, y* f(x) in xo noktasindaki limitidir denir ve

limf(x)=y* vyada X — X i¢in f(x) > y*
X—-Xo

olarak gosterilir.

Boylece yakinligr e-komsulugu cinsinden de ifade edebilecegimizi goriiyoruz. Bu
tanimla asagidaki sonug agiktir:

Teorem 2.1 f: D < R — R olsun. Fonksiyon bir X, € D noktasinda ancak ve ancak
lim f(x) = f(xo)
XX,

ise sureklidir.

Dolayisiyla bir fonksiyonun bir noktada siirekli oldugunu géstermek i¢in fonksiyo-
nun o noktada limitini hesaplayip, bunun fonksiyonun o noktadaki degerine esit ol-
dugunu gostermek gerekir. Eger tek bir limit yoksa fonksiyon o noktada siirekli de-
gildir. Limit bulmak i¢in ilk yapilacak is Xo degerini fonksiyonda yerine koymaktir.
Eger bu bir sayiysa limit bulunmustur. Degilse (0/0, o vb. ¢ikiyorsa) ek islemler
gerekir ve bu her zaman kolay bir is degildir. Bizim amaglarimiz agisindan asagi-
daki orneklerin incelenmesi limit hakkinda yeterli bilgi verecektir.

Ornek 2.1

a. f(x) = a + bx olsun. Bu fonksiyonun limiti X = X, koyarak f(xo) = a + bx, bulunur.
Yani lim f(x) = f(x,) olur ve fonksiyon bu noktada siireklidir. Bu islem her xo
X—Xg

icin gecerli oldugundan bu fonksiyon sireklidir.

b. f(x) = ax? olsun. Bu fonksiyonun limiti x = X, koyarak f(xo) = X0 bulunur. Dola-
yistyla x — Xo i¢in f(X) — yo = f(Xo) olur ve fonksiyon sureklidir (xo keyfidir).

c. f(x) = 1/(1 — x) olsun. Fonksiyonun X, = 1 noktasinda limiti yoktur. Ciinkii, X = Xo
koyarsak x — 1 igin 1Tlx = % = oo olur. Burada herhangi bir sadelestirme yaparak



bu durumdan kurtulmak da miimkiin degildir. Bu nedenle fonksiyon X, = 1 nokta-
sinda limiti yoktur, surekli de degildir.
d. f(x) = I;C—l fonksiyonunun x — 0 i¢in limitini hesaplayalim. x = 0 koyarsak 0/0

belirsizlik hali ¢ikar. X = 0 noktasina nasil yaklastigimiza bagli olarak bir limit he-
saplanabilir, ama gene de fonksiyonun x = 0 noktasinda limiti yoktur. Soyle ki,

x<0iginf(x) =-1
x>0icinf(x) =1
olur. O halde, x = 0 noktasina

soldan (x < 0) yaklasildiginda limO|X| =-1,
x—>~

sagdan (x > 0) yaklagildiginda lirggr x=1
X

olur. Bu ifadelerden ilkine soldan limit ( limo), ikincisine sagdan limit ( li?gk) denir.
xX—-" X—

lirggr x = 1 oldugunu gérmek i¢in bir € > 0 i¢in (1 — ¢, 1 + ¢) araligini ele alalim. 6 =

X—

¢ > 0 koyarsak (0, 8) araligindaki her say1 igin f(x) = 1 dir. Yani x € (0, 8) — f(X) =
1e(1-¢ 1+e¢)olur. Benzer sekilde x € (-6,0) > f(X) =-1 € (-1 —¢, -1 +¢)
olur. Oyleyse, x = 0 noktasma yaklastigimizda fonksiyon 0/0 belirsiz degeri degil,
ya 1 ya da —1 degeri alir. Ama tek bir deger almadigi igin x = 0 noktasinda limiti
yoktur ve bu noktada siirekli degildir. Bu 6rnekten su sonuglar ¢ikar:

e Limit, varsa, tektir. Bir fonksiyonun X = X, noktasinda iki farkli limiti olamaz.
e Ancak ve ancak l_fzn f(x) = lim f(x)=y", yani soldan ve sagdan limitler
ayn1y degerini a)ilyoxrosa, X — )fo—)i)(z:oin f(x) — y" olur.
Ozetle bir fonksiyonun X, noktasinda limiti y* dir diyebilmemiz icin Xo noktasina ne
suretle yaklastigimiza bagli olmaksizin fonksiyon y degerine yaklasiyor olmalidir.
2.2 Reel Degerli Fonksiyonlarda Sureklilik

Optimizasyon teorisi miinhasiran deger kiimesi reel sayilardan olusan f: D € R" —
R fonksiyonlariyla ilgilidir. Bu fonksiyonlar vektorden say1 yapar. Fayda ve liretim
fonksiyonlar reel degerli fonksiyonlardir. Asagidakiler reel degerli fonksiyon or-
nekleridir.

f(x): R?2 — R, f(x1, X2) = X1 + X2%; (1, 2) vektoriiniin goriintiisii f(x) = 5 olur.
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f(x): R® — R, f(x1, X2, X3) = X1 + X22 — xax3; (1, 2, 3) = 2 olur.
f(x): R? —> R, f(x, y) =x%", a, b > 0, Cobb-Douglas fonksiyonu
f(x): R* — R, f(x1, X2, X3, Xa) = X171%2%x3%x4**, aj > 0, Cobb-Douglas fonksiyonu

Bu fonksiyonlarin stirekliligiyle ilgili daha spesifik sonuglar ve bazi 6zellikler elde
edecegiz. Once bu fonksiyonlarla ilgili tanimlar1 gorelim.

Tanim 2.5 f: D € R" — R reel degerli bir fonksiyon olsun:
1. Fonksiyonun grafigi {(x, f(x)): X € D, f(x) € R} < DxR kiimesidir,
2. Fonksiyonun alt-grafigi (subgraph/hypograph):
{(x,2): xe€D,z€R,z<f(x)} € DxR kiimesidir,
3. Fonksiyonun Ust-grafigi (supgraph/epigraph):
{(x,2): xeD,z€eR,z>f(x)} € DxR kiimesidir,
4. Bir a € R i¢in, fonksiyonun kontur kiimesi {x € D: f(x) = a} < D kiimesidir,
5. Bir a € R i¢in, fonksiyonun tst-kontur kiimesi
{x € D: f(x) > o} c D kumesidir,
6. Bir a € R i¢in, fonksiyonun kesin-ust-kontur kiimesi
{x € D: f(x) > o} < D kimesidir
7. Bir a € R i¢in, fonksiyonun alt-kontur kiimesi
{x € D: f(x) <a} < D kiimesidir,
8. Bir a € R i¢in, fonksiyonun kesin-alt-kontur kiimesi
{x € D: f(x) < a}c D kimesidir.

Asagidaki gorsellerde gosterildigi gibi f: R — R i¢in grafik diizlemdeki olagan gra-
fiktir; alt-grafik grafik ve altinda kalan alan1 (hacmi) i¢eren kiime; tst-grafik ise
grafik ve iistlinde kalan alani igceren kiimedir. Mikro iktisadin esliriin ve kayitsizlik
egrileri, sirastyla, liretim ve fayda fonksiyonlarinin kontur kiimelerine ornektir.
Kontur (seviye) kimeleri x-y diizlemine paralel olan z = a yiikseklikte diizlemin
fonksiyonla kesistigi ara kesitin x-y diizlemindeki iz diisiimiidiir. Ust (alt) konur kii-
meleri fonksiyon degeri z > o olan x vektorlerinden olusur. Kesin-alt ve ust kontur
kiimeleri ise esitligin saglandi1g1 noktalari, yani kontur kiimesinin elemanlarin, iger-
mez: fonksiyon degeri z (<) > a olan vektorlerdir.



Tanim 2.5 igin gorseller
f(x)

f:R>R

\ subgraph

f:R?2>R
= x%3 + y0° grafigi
z 4 3 diuzlemi

3

]
1 subg = Grafik ve altindaki hacim
24
I

Tanmim 2.6 f: D < R" — R reel degerli bir fonksiyon olsun.
1. Hert € R igin, {x € D: f(x) > t} iist-kontur kiimesi kapali bir kiime ise,
fonksiyon iistten yari-sureklidir (upper-semi continuous) denir.

2. Hert e Rigin, {x € D: f(x) <t} alt-kontur kiimesi kapal1 bir kiime ise, fonk-
siyon alttan yari-sureklidir (lower-semi continuous) denir.

Acik olmasi gerektigi gibi f Ustten-yar siireklidir <> —f alttan-yar siireklidir
(clink —1 ile garpilinca esitsizlikler yon degistirir) ve birisi i¢in dogru olan her sey
digeri i¢in de dogrudur.
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{x € R: f(x) <1} = (-0, 1) /y=1+X
2 .............

/J:’i xeR:f(x)=1)}=[1, o)
- X
/ 1

=X sekil 2.3 Yari-siireklilik

y

Sekil 2.3’te daha 6nce de gordiigiimiiz f: R — R, f(x) = {1x+ x,;c<2 11
gosteriliyor. t = 1 icin Ust-kontur kiimesi {x € R: f(x) > 1} = [1, ) olur ve kapali
bir kiimedir. Oyleyse fonksiyon x = 1 noktasinda iistten yari-siireklidir. Ote yandan,
t = 1 noktasinda alt-kontur kiimesi {x € R: f(x) < 1} = (-0, 1) olur ve agik bir kii-
medir. Oyleyse fonksiyon x = 1 noktasinda alttan yari-siirekli degildir. Yukarida
gordiigiimiiz gibi fonksiyon x = 1 noktasinda siirekli de degildir. Ama t# 1 olan her
noktada fonksiyon streklidir ve hem alt, hem Ust-kontur kiimeleri kapalidir (6rnegin
t=0.5 i¢in alt ve iist kontur kiimeleri, sirastyla, (—o0, 0.5], [0.5, ) olur).

fonksiyonu

Teorem 2.2 f: D < R" — R reel degerli bir fonksiyon olsun. Fonksiyon ancak ve
ancak {stten ve alttan yari-stirekliyse sureklidir.

Ornek 2.2 (Fayda Fonksiyonu)

Bilindigi gibi fayda fonksiyonlari her biri R" de bir vektor olan (x1, X2, ..) mal sepet-
lerine reel say1, U(x), atfeden fonksiyonlardir. Buna gore x° ve y° iki mal sepeti
olmak {izere atfedilen sayilar

x° sepeti y° sepetine tercih ediliyorsa U(x°) > U(y°)
x° ve y° sepetleri arasinda kayitsiz kalintyorsa U(x°) = U(y°)

kosullarin1 saglamalidir. Gene bilindigi gibi bu fonksiyonun kontur egrileri U(x) =
a sartin1 saglayan kayitsizlik egrileridir.



10

% R

Sekil 2.4 Surekli ve siireksiz fayda fonksiyonlari

Sekil 2.4’lin sol panelinde “olagan” bir kayitsizlik egrisi gosterilmistir. U = a egrisi
iizerinde, x ve v gibi, biitlin sepetler ayni tercih diizeyindedir ve fayda indeksleri U
= a olur. U = a kayitsizlik egrisi hem (taral1) U (Ust-kontur: U(x) > a) ve hem de A
(alt-kontur: U(x) < a) kiimesindedir. Dolayisiyla hem tst hem de al-kontur kiimeleri
kapalidir. OZ tizerinde saga-yukariya dogru ilerledikce daha fazla mal igceren sepet-
lere gecilir ve fayda artar. Boylece OZ lizerinde hareket ettikge A kiimesi i¢cindeyken
altta gosterilen reel sayilar dogrusu iizerinde U(X) < a olmak uzere monoton artan
sayilar verilerek ilerlenir; OZ ile kayitsizlik egrisinin kesistigi v noktasinda U(v) =
a olur ve sonrasinda U degeri artarak ilerlenir. Bdylece tercihleri temsil eden siirekli
bir fonksiyon olusturulmus olur.

Sekil 2.4’1lin sag panelinde “sozliiksel siralamali” tercihler gosterilmistir. Buna gore
S1 = (Xa, Ya) ve Sz = (xs, ys) iki mal sepeti olmak (izere:

XA > Xg ise S1 S2’ye tercih edilir (y-malinin ne kadar igerildiginden bagimsiz ola-
rak Si sepeti daha fazla x-mali iceriyorsa S, sepetine tercih edilir)

XA = XB Ve Ya > yg ise S1 Sz’ye tercih edilir (iki sepet de ayn1 miktarda x-mali
icerirken, daha fazla y-mali igeren sepet digerine tercih edilir.)

Buna gore sekildeki x sepetiyle kayitsiz kalinan bagka sepet yoktur: diger biitiin se-
petler ya daha fazla/az x1-mali, ya da ayn1 xi;-maliyla daha fazla/az X>-mali igerir.
Yani bu tercih siralamasiyla kayitsizlik egrisi tek bir noktadan (x) olusur. Sekildeki
ist-kontur kiimesi (U) diiz kirmiziyla gosterilen sinir dahil, ama kirik kirmizi ¢iz-
giyle gosterilen sinir hari¢ kiimedir ve agik ya da kapali degildir. Timleyeni olan A
alt-kontur kiimesi de agik ya da kapali degildir: kirik kirmizi ¢izgi bu kiime ig¢indedir
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ve iizerindeki hi¢bir nokta i¢ nokta degildir. U iginde sadece U(X) = a dir, diger biitiin
sepetler icin, v gibi, U(.) > a dir. Dolayisiyla OZ tizerinde A icindeyken fayda U(.)
< a kalmak lizere artarak ilerler ve v noktasina geldiginde U(v) > a olur, yani sigrar.
Kontur kiimeleri kapali olmayan sozliiksel siralamali tercihler siirekli bir fayda
fonksiyonu ile temsil edilemez.

Reel degerli fonksiyonlar i¢in agsagidaki islemleri tanimlayabiliriz:

Tanmm 2.7DcR",ffD—>R,g:D—R,a,b €R olsun. Her x € D igin,
1. Skalar ¢arpim: af = af(x), (a = -1 i¢cin —f = —f(x) olur),

Toplama: (af + bg)(x) = af(x) + bg(x),

Cikarma: (af — bg)(x) = af(x) — bg(x),

Carpm: (£g)(x) = f(x)g(x),

Bolme: (f/g)(x) = f(x)/g(x), g(x) # 0.

ok wn

Tanmim 2.8 Ayni kiime ilizerinden tanimli reel degerli stirekli fonksiyonlar kiime-
sini C = {f: D € R" — R: fsiirekli fonksiyondur} ile gosterecegiz.

Teorem 2.3f, g € Cve a, b € R igin asagidakiler dogrudur:
1. DX, d) —»(Y,d)veg: f(D)S(Y,d)— (Z,d)ise (gof):Dc(X,d)
— (Z, d) bileske fonksiyonu da siireklidir.
af € C (siirekli fonksiyonlarin skalar ¢carpimlart siireklidir),
(af £ bg) e C (siirekli fonksiyonlarin dogrusal bilesimleri siireklidir),
(f.g) € C (siirekli fonksiyonlarin ¢arpimu siireklidir),

g(x) # 0 olmak Uzere (f/g) € C (sifirla bélme yapilmadig: siirece siirekli
fonksiyonlarin boliimii siireklidir).

akrwn

Bu teoremle birgok fonksiyonun siirekliligini gostermek kolaylasir. Ornegin f(x) =
1 + x ve g(x) = x? fonksiyonlari siirekli oldugundan g/f = x?/(1 + x) de sureklidir. x"
= x.x...x fonksiyonu siireklidir. Buradan, f(x) = anX" + an-1x"* + an2x"2 + ... + a, (ai
€ R) gibi polinomlar da siireklidir

Aslinda bu kitapta karsilagacagimiz agik olarak tanimli fonksiyonlar, aksi belirtil-
medikge, sureklidir.
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2.3 Vektor Degerli Fonksiyonlarda Sureklilik

Bu bélimde f: D € R" — R™ bi¢iminde yani goriintiisii vektdr olan fonksiyonlari
ele alacagiz. Ornegin,

f: D € R — R?, f(X) = (X, X?) reel sayilar iizerinde taniml1 vektor degerli bir fonksi-
yondur.

f: D € R? — R3 f(x, y) = (X, X + Y, Xy), diizlemdeki vektorlerden uzayda vektorler
yaratan bir fonksiyondur.

f: D € R? - R2 f(Y,C) = (Y —C—1,a+bY — C) vektdr degerli bir fonksiyondur.
Burada I, a, b sabitler ya da parametrelerdir. Bu fonksiyon en basit gelir belirleme
modelini ifade eder. Fonksiyonu herkesin tantyacagi

Y=C+I

C=a+bY,a>0,0<b<1

biciminde de yazabiliriz. Dikkat edilmesi gereken husus bunu yapmakla fonksiyonu
f(Y, C) = 0 biciminde yazmis oluyoruz. f(Y, C) = 0 iktisat¢ilarin ‘denge’ dedigi
durumun ifadesidir ve parametrelere konulan kisitlarla birlikte bir iktisadi model
tanimlar.

Genel olarak f: D € R" — R™ fonksiyonu

f(x) = (fu(x), f2(x), ..., fm(X))

bicimindedir ve her fi(x) fonksiyonu fi: D € R" — R reel degerli bir fonksiyondur.
fi fonksiyonlarina bilesen fonksiyonlar denir.

Omegin, f: D € R? — R3 f(x, y) = (X, X + Y, xy) fonksiyonunun

fi(x, y) = X, fa(x, y) = x +y, fs(x, y) = xy

olmak tizere ii¢ bilesen fonksiyonu vardir. Buna gore f(x, y) = (z1, 22, z3) € f(D) €
R3 ise, z1 = f1(X, y), z2 = f2(X, Y), Z3 = f3(x, y) olur. Genel olarak bir vektor degerli
fonksiyonun goriintii uzayindaki vektorlerin her bir bileseni bir bilesen fonksiyonla
tanimlanir: z;j = fi(Xx).

Teorem 2.4 f: D € R" — R™, f(x) = (f1(X), f2(x), ..., fm(x)) vektor degerli bir fonk-
siyon olsun. f(x) ancak ve ancak her bir fy D € R" - R (i=1, ..., m) bilesen
fonksiyonu surekli ise sureklidir.
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Buna gore vektor degerli fonksiyonlarin siireklilik 6zelliklerini reel degerli fonksi-
yonlarin 6zelliklerinden gorebiliriz. Ornegin

DSR2 R3f(x,y) = (X, X+, Xy)

fonksiyonu her ¢ bilesen fonksiyonu da siirekli oldugundan siireklidir.

2.4 Siirekliligin Sonuclar

f: D « R — R siirekli fonksiyonlarin en 6nemli 6zellikleri asagidaki teoremden tiirer.

Teorem 2.5 f: [a, b] — R siirekliyse f([a, b]) goriintii kiimesi de bir araliktir.

Ornegin, y = —x? + 2x siirekli fonksiyonu altinda [0, 2] araliginin goriintiisii [0, 1]
araligidir (Sekil 2.5).

Teorem 2.6 (Ara deger teoremi) f: [a, b] — R siirekli bir fonksiyon ve f(a) < f(b)
olsun. O halde her f(a) < x € R <f(b) i¢in f(c) = x olacak sekilde bir ¢ € [a, b] vardir.
Yani stirekli bir fonksiyon iki farkli deger aliyorsa, bunlarin arasindaki her degeri
alir. Ozel olarak da f(a) < 0 < f(b) ise f(c) = 0 olacak sekilde bir ¢ € [a, b] vardur.

Cunkd, [f(a), f(b)] < f([a, b]) dir ve bu da bir dnceki teoremden bir araliktir. Yani
teoremin sartlarini saglayan x € f{([a, b]) olur ve tanim geregi her x € f([a, b]) i¢in
bir ¢ = f1(x) € [a, b] olmalidir. Teoremin 6zel halinin iktisadi bir uygulamast igin
piyasa dengesi modelini ele alalim. D talep, S arz, p fiyat olmak iizere modelde

ED(p) = D(p) - S(p)
talep fazlas1 fonksiyonu tanimlanir. Denge fiyatt ED(p*) = 0 sartin1 saglayan p* fi-

yatidir. Eger ED(p) fonksiyonu siirekliyse ve bir po igin ED < 0; farkl1 bir p1 i¢in ED
> 0 oluyorsa arada bir p* i¢in ED(p*) = 0 olmalidir: denge vardir.

Yy
! 2

([a, b]) y =X+ 2%
o1 Ta, b1 2\ X

Sekil 2.5
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Reel sayilarda [a, b] araliginin yukaridaki 6zellikleri kapali ve sinirli olmasinin so-
nucudur. D c R kiimesi sinirh ise elemanlar1 arasindaki en biiyiik uzaklik sonludur:
M > 0 bir say1 olmak iizere X, y € D — d(x, y) <M. R i¢inde [a, b] araliklar1 kapali
ve siirlidir (en uzak mesafe b —a olur). R" uzayinda kapali ve sinirhi kiimelere tikiz
(compact) kiimeler denir. Bu terminolojiyle genel bir teorem “tikiz kiimelerin sii-
rekli goriintlisti tikizdir” olarak ifade edilen ¢ok 6nemli bir teoremdir. Teorem 2.5
bunun sonucudur. R" i¢in benzer bir sonug icin X, y € R" olmak tzere [x, y] = tx +
(1-ty), 0<t<1,araligini, yani iki noktay1 birlestiren dogru pargasini tanimlayalim.

Teorem 2.5’ f: [X, y] < R" — R siirekliyse f([X, y]) goruintl kiimesi R’de bir araliktir.

Ornegin f(x, y) = x* + y? fonksiyonu altinda [(0, 0), (1, 1)] = R? araliginin (orijinle
(1, 1) vektoriinii birlestiren dogru par¢asinin) goriintiisii [0, 2] araligidir.

Teorem 2.6’ (R" i¢in ara deger teoremi) f: D € R" — R siirekli bir fonksiyon; x,
y € D igin f(x) < f(y) ve [X, y] € D olsun. O halde f(x) < ¢ < f(y) sartin1 saglayan
her ¢ € R i¢in, f(z) = ¢ olacak sekilde bir z € [X, y] vardir. Yani siirekli bir reel
degerli fonksiyon iki farkli deger aliyorsa bunlarin arasindaki her degeri alir.

“Tikiz kiimelerin siirekli goriintiisii tikizdir” teoreminden optimizasyon teorisinin
en dnemli sonuglarindan birisi elde edilir.

Teorem 2.7 (Weierstrass u¢ deger teoremi) f: D € R" — R siirekli bir fonksiyon
ve D tikiz (kapali ve sinirli) olsun. O halde f D (izerinde maksimum ve minimum
degerleri alir. Yani her x € D i¢in f(x*) > f(x), f(y*) < f(x) olacak sekilde x*, y* €
D vardir.

Ciinki, D tikizsa, f(D) < R tikizdir, yani kapali ve sinirhidir. Siirli reel say1 kiime-
lerinin en kii¢iik ve en biiyiik elemanlar1 vardir ve bunlar da kiime kapaliysa kiime-
nin elemani olur (bu 6nerme de 6nemli ve ispatlanan bir sonugtur). Bu teoremi iyi
anlamak gerekir. Reel degerli bir fonksiyonun bir kiime tizerinde maksimumu (mi-
nimumu) aldig1 en biiyiik (kii¢iik) degerdir. Ornegin f(x) = x? fonksiyonunun (0, 1)
acik araliginda ne maksimumu ne de minimumu vardir. Ama [0, 1] tikiz araliginda
maksimumu x = 1 noktasinda, minimumu x = 0 noktasinda olur. Benzer sekilde f(x,
y) = x% + y? fonksiyonunun ((0, 0), (1, 1)) araliginda yani iki noktay1 birlestiren ama
noktalar1 igermeyen dogru parcasinda olusan kiime {izerinde maksimumu ya da mi-
nimumu yoktur. Ama [(0, 0), (1, 1)] tikiz kiimesi iizerinde maksimumu (1, 1)
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noktasinda, minimumu (0, 0) noktasindadir. Ote yandan kapali ve sinirli olmadigi
halde bir kiime Gzerinde strekli olmayan bir fonksiyonun bile maksimumu/mini-
mumu olabilir. Teorem maksimum/minimum olmasi i¢in fonksiyon sirekli, tanim
kiimesi tikiz olmalidir demiyor: siirekli reel degerli fonksiyonlarin her tikiz kiime
Uzerinde maksimum/minimumu olur diyor.

Teorem 2.8 f: D — R" — R siirekli bir fonksiyon olsun. Eger bir x € D igin f(x) > 0
(yada<0) ise, dyle bir B(X, 8) = D vardir ki her z € B(X, d) i¢in, f(z) > 0 (< 0) olur.

Ispat: f(x) < 0 olsun. Fonksiyon x noktasinda siirekli olduguna gére Tanim 2.2’den
her € > 0 icin, d(z, X) < 6 — d(f(z), f(x)) < € olacak sekilde & > 0 vardir. € = [f(x)|/2

koyarsak sonug goralir.
\ B(Xo, 8)

Y ani siirekli reel degerli bir fonksiyonun bir noktadaki degerinin igareti neyse o nok-
tanin yakin bir komsulugundaki degerleri de ayni isareti haizdir, siirekli fonksiyon
birden bire isaret degistirmez.

B(f(x,), €)
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